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Planning 

1. Klimaatveranderingen – gevolgen 

2. Klimaatmodellen – algemeen 

3. Klimaatmodellen – simpele voorbeelden 

4. Waarom is voorspellen zo moeilijk? 
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Temperatuurmetingen - 2019 



Temperatuurmetingen – sinds 1850 



GEVOLGEN VAN KLIMAATVERANDERING 



Voorbeelden uit 2019 



Voorspellingen 

 
• Meer zware neerslag 
• Langere perioden van droogte 
• Meer en intensere bosbranden 
• Zeespiegelstijging 
• Verzilting van water 
• Meer stormen en orkanen 
• Hogere landbouwopbrengsten 





Wiskundige modellen 

𝒙 : toestand van het systeem 

 

Dynamisch systeem: 

 
𝑑𝒙(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝒙(𝑡), 𝑡) 



Type modellen 

(beoogd) 
niveau 

van 
realisme 

GCMs (Global Circulation Models) 
• veel effecten 
• kwantitatieve uitspraken 
• moeilijk te doortasten 

 Conceptuele modellen 
• alleen essentiële effecten 
• kwalitatieve uitspraken 
• (vaak) analytisch handelbaar 
• geeft inzicht in essentie 

 





Niet-lineaire terugkoppeling 

• veel ijs/sneeuw 
• veel weerkaatsing zonlicht 

• weinig ijs/sneeuw 
• weinig weerkaatsing zonlicht 



Andere voorbeelden 

• Opname/afgifte CO2 door oceanen 

• Ontbossing 

• Verwoestijning 

• Wolken 

• Blackbody radiation 





Dynamische systemen – de basis 
𝑥 ∈ ℝ 

𝑑𝑥
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𝑓 alleen afhankelijk van 𝑡 
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𝑑𝑥′

𝑓(𝑥′)
=    𝑑𝑡′

𝑡

0

𝑥(𝑡)

𝑥(0)

 

 𝑥 𝑡 =  … ? 

𝑓 alleen afhankelijk van 𝑡 𝑓 alleen afhankelijk van 𝑥 



𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥 ≔ 𝜇 − 𝑥2 



𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥 ≔ 𝜇 − 𝑥2 

1. Vaste Punten 

    
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= 0 = 𝑓 𝑥∗ = 𝜇 − 𝑥∗
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         𝑥∗ = ± 𝜇 
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1. Vaste Punten 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥 ≔ 𝜇 − 𝑥2 

2. Stabiliteit 
    Kleine verstoring 𝑥 = 𝑥∗ + 𝑦 

         
𝑑(𝑥∗+ 𝑦)

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥∗ + 𝑦  

         
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥∗ + 𝑓

′ 𝑥∗ 𝑦 +  𝒪 𝑦
2  

         
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓′ 𝑥∗ 𝑦 

1. Vaste Punten 

    
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= 0 = 𝑓 𝑥∗ = 𝜇 − 𝑥∗

2 

         𝑥∗ = ± 𝜇 
 



𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥 ≔ 𝜇 − 𝑥2 

2. Stabiliteit 
    𝑓′ 𝑥∗ = −2 𝑥∗ = ∓2 𝜇 
    Stabiel (aantrekkend) ⟺ 𝜆 ≔ 𝑓′ 𝑥∗ < 0 
    Instabiel (afstotend)   ⟺ 𝜆 ≔ 𝑓′ 𝑥∗ > 0 

1. Vaste Punten 

    
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= 0 = 𝑓 𝑥∗ = 𝜇 − 𝑥∗

2 

         𝑥∗ = ± 𝜇 
 





Global Energy Model 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=  1 − 𝛼(𝑇) − 𝜖 𝑇 𝑇4 + 𝜇 

opwarming door zon Effect van CO2 uitstraling warmte 



𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑇 ≔ 1 + 𝑇 − 𝑇5 + 𝜇 

1. vaste punten 
     μ = T∗

5 − T∗ − 1 
 
2. stabiliteit 
     𝑓′ 𝑇∗ = 1 − 5 𝑇∗

4  

 bistabiliteit en hysteresis aanwezig 





‘uniform Klausmeier’ model 
𝑑𝑊

𝑑𝑥
= 𝐴 −𝑊 −𝑊𝑉2

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −𝑀 𝑉 +𝑊 𝑉2 
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Vaste punten: 
  1. 𝑉∗ = 0,𝑊∗ = 𝐴 
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Stabiliteit: 
   Via eigenwaardes van Jacobiaan 𝐷𝑓 𝑉∗, 𝑈∗ . 



‘uniform Klausmeier’ model 
𝑑𝑊

𝑑𝑥
= 𝐴 −𝑊 −𝑊𝑉2
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Vaste punten: 
  1. 𝑉∗ = 0,𝑊∗ = 𝐴 

  2. 𝑉∗ = 
1

2𝑀
𝐴 + 𝐴2 − 4𝑀2 , 𝑈∗ =

𝑀

𝑉∗
 

  3. 𝑉∗ = 
1

2𝑀
𝐴 − 𝐴2 − 4𝑀2 , 𝑈∗ =

𝑀

𝑉∗
 

 
Stabiliteit: 
   Via eigenwaardes van Jacobiaan 𝐷𝑓 𝑉∗, 𝑈∗ . lege grond 





Kantelpunten 
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Kantelpunten 



Kantelpunten 



Kantelpunten 

kantelpunt 

kantelpunt 



Bifurcaties 



Bifurcaties 

𝜆 = 0 

𝜆 = 0 



Voorspellen van bifurcaties 

Kleine verstoring 𝑥 = 𝑥∗ + 𝑦 volgt 
 

    
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓′ 𝑥∗ 𝑦 = 𝜆 𝑦  

     𝑦 𝑡 = 𝑦 0  𝑒𝜆𝑡 
 
Dus: 
    Dicht bij een bifurcatie doven verstoringen langzamer uit! 
         (jargon: ‘Critical slowing down’) 



Voorbeeld critical slowing down 



Voorbeeld critical slowing down 
Critical slowing down 



Voorspelstrategieën 

• Data 

– van geavanceerde modellen 

– uit historische metingen 

• Ontwikkeling nieuwe ‘early warning signals’ 

• Procesbegrip door conceptuele modellen 





Complicerende factoren 
• Ruis 

• Heel snelle veranderingen 
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Complicerende factoren 
• Ruis 

• Heel snelle veranderingen 

• Aanwezigheid andere alternatieve toestanden 

• Ruimtelijke effecten 

 

Bron: NASA 





Twee graden Celsius 

Klimaatconferentie Parijs 2015: 
 
stijging 2°C: beperkte gevolgen 



Gevonden kantelpunten  

• koraalriffen 

• tropische regenwouden 

• infectieziekten 

• smeltend landijs 

• verwoestijning 

• mariene ecosystemen 

locatie 
kantelpunten 
onduidelijk 



Waarom zo moeilijke vraag? 

• kantelpunten vaak pas achteraf duidelijk 

• aarde is erg complex 

– veel processen 

– alle schalen van belang 

• huidige situatie is uniek 

– snelle verandering 
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